
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 المحاضرة الثامنة

 مبرهنات النهایات الحدیة: 5.6.3

,X1) أنّه إذا كانت لدینا عینة عشوائیة 2وجدنا من خلال المبرهنة ( X2, … , Xn  
,N(µمن المجتمع الطبیعي  σ2)  فإنّ المتغیر العشوائي ( مجموع عناصر هذه ،
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,𝑁(𝑛𝜇𝜇العینة) له التوزیع الطبیعي  𝑛𝜎𝜎2)  یكون للمتغیر العشوائي  مِنْ ثَمّ و

𝑍 = ∑ Xi
n
𝑖=1 −𝑛𝜇𝜇

√𝑛𝜎
 . 𝑁(0,1)التوزیع الطبیعي المعیاري  

�Xوكذلك فإنّه یكون للمتغیر العشوائي  = ∑ Xi
n
𝑖=1

n
(المتوسط الحسابي لعناصر  

,𝑁(𝜇𝜇العینة) التوزیع الطبیعي   σ2

𝑛
یكون للمتغیر العشوائي  مِنْ ثَمّ و ،  (

𝑍 = X�−𝜇𝜇
𝜎

√𝑛
وذلك بصرف النظر عن قیمة  𝑁(0,1)التوزیع الطبیعي المعیاري  

 . nعینة حجم ال

 ةولحسن الحظ إنّ ما سبق ذكره یبقى صحیحاً من أجل أي عینة عشوائی
𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋n   مأخوذة من أي مجتمع ، بشرط أن یكون حجم العینة𝑛  ًكبیرا

 دون برهان. ابالقدر الكافي، وهذه ما تفید به مبرهنة النهایة المركزیة التي سنقبله

 ):مبرهنة النهایة المركزیة:4مبرهنة (
,X1إذا كانت  X2, … , Xn  عینة من مجتمعF(t)  متوسطهµ وتباینهσ2  

)σ2 ≠ Yفإنّ توزیع المتغیر العشوائي  ،)0 = ∑ Xi
n
𝑖=1  یتقارب من التوزیع

,𝑁(𝑛𝜇𝜇الطبیعي  𝑛𝜎𝜎2) . 

�Xكذلك الأمر فإنّ توزیع  = ∑ Xi
n
𝑖=1

n
,𝑁(µیتقرب من التوزیع الطبیعي   σ2

𝑛
) 

 فإنّ توزیع : ونتیجة لهذه المبرهنة ،

• ∑ Xi
n
𝑖=1 −𝑛𝜇𝜇

√𝑛𝜎
 . 𝑁(0,1)یتقارب من التوزیع الطبیعي المعیاري    

• X�−𝜇𝜇
𝜎

√𝑛
 . 𝑁(0,1)یتقارب من التوزیع الطبیعي المعیاري       

 الكبیرة. 𝑛وذلك من أجل قیم 
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تبیّن هذه المبرهنة مدى نزوع مجموع عناصر عینة إلى التوزیع الطبیعي. والسؤال 
حتى یصبح التقریب  𝑛الذي یطرح نفسه هو : كم یجب أن یكون حجم العینة 

 برهنة تقریباً جدیاً من وجهة النظر العملیة.مالناشئ عن تطبیق هذه ال
 عالسؤال، ویتعلق الأمر بالمجتمسوء الحظ لا یوجد جواب عام ومحدد تماماً لهذه ل

خوذ ما كانت درجة التناظر كبیرة في توزیع المجتمع المألالمأخوذ منه العینة. فك
𝑛لحظ أنّه من أجل أكثر. ویُ  منه العینة كان التقریب جیداً  ≥ ، فإنّ التقریب  30

 وذلك مهما یكن المجتمع المأخوذ منه العینة.، یكون جیداً 

 ): 48.3مثال(
,X2,…, Xnإذا كان  … X1,  متتالیة من المتغیرات العشوائیة المستقلة التي لكل

𝜆𝜆منها التوزیع البواسوني بوسیط  = 2 
Y100 فإذا كان : = X1 + X2 + ⋯ + X100 

𝑃(190    أوجد: ف < 𝑌100 < 210) 

  الحل:
 نعلم أن :  5من المبرهنة 

E(Xi) = V(Xi) = λ = 2           (i = 1,2, … . )  

 تقریباً التوزیع: 𝑌100وحسب مبرهنة النهایة المركزیة فإن المتغیر العشوائي 
  N(100µ, 100σ2)   أي التوزیعN(200,200) 

P(190                                       ویكون : < Y100 < 210) 

           = P �190−200 
10√2

< 190−200 
10√2

< 200−210 
10√2

�   

          = P(−0.707 < 𝑍 < 0.707) = 2ϕ(0.707) − 1 ≅ 0.52  
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 تقریب التوزیع الثنائي بالتوزیع الطبیعي:6.6.3 

قمنا فیما سبق بعدة تطبیقات للتوزیع الثنائي اقتضت جمیعها حساب احتمال أن 
تكراراً ، قیمة معینة أو أن یقع ضمن  𝑛وهو عدد النجاحات من بین  Xیأخذ 

وذلك بسبب ، صغیرة  𝑛وقد اقتصرنا التطبیقات على أمثلة تكون ، مجال معین 
یة حلاً لهذه المشكلة، مبرهنة النهایة المركز  ،كبیرة وتقدم   𝑛مشقة الحسابات عندما

تكراراً  𝑛عند تكرار التجربة البرنولیة  Xذلك لأنه یمكن النظر إلى عدد النجاحات 
متغیراً مستقلا ولكل منها التوزیع البرنولي بوسیط    𝑛مستقلاً على أنه مجموع لـ 

p. 
  pو   nمتغیراً عشوائیاً له التوزیع الثنائي بوسیطین   Xلحظ أنه إذا كان وهكذا ن
X    فإن : = ∑ Xi

n
i=1 

ووفقاً   pمتغیرات عشوائیة برنولیة لكل منها الوسیط  ,X2,…, Xn X1حیث 
كبیرة كفایة التوزیع   nفي حالة  xلنظریة النهایة المركزیة یكون التوزیع التقریبي لـ 

وهكذا یمكننا من جدید استخدام جدول .  npqوتباین  npالطبیعي بمتوسط 
 ،الحداني يالتوزیع الطبیعي المعیاري لحساب احتمالات تتعلق بالمتغیر العشوائ

ولكن بصورة تقریبیة والقاعدة العملیة لهذا التقریب تقتضي بأن یتحقق الشرطان 
 :لآتیانا

𝑛𝑞 ≥ 5     ,            𝑛p ≥ 5  
 وعندها یكون :

P(x1 ≤ X ≤ x2) = P(x1 − 1
2

≤ Y ≤ x2 + 1
2
)  

,𝑌~𝑁(𝑛pحیث :                           npq ) 
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لأننا نقوم بتقریب توزیع منفصل بتوزیع  Yوقد قمنا بتعدیل طرفي مجال تحولات  
مستمر والتعدیل الذي أجریناه تبین أنه یحسن التقریب كثیراً وتسمى إضافة أو 

1طرح 
2
 عملیة تصحیح من أجل الاستمرار. 

 ):49.3مثال(
ضد الزكام ، وقد أعطي اللقاح لمئة شخص ، وتم مراقبتهم  تم اختبار لقاحٍ جدیدٍ 

منهم من الإصابة بالزكام،  68من جهة إصابتهم بالزكام لمدة عام ، ولقد نجا 
ولنفترض أننا نعلم من معلومات سابقة أن احتمال عدم الإصابة بالزكام هو 

 والمطلوب: 0.50بصورة طبیعیة وبدون استخدام اللقاح 
 نتائج یمكن استخلاصها من هذه التجربة حول فعالیة اللقاح؟ أيّ 

  الحل:
 أو أكثر من الإصابة بالزكام تحت الفرض أن 68لنحسب احتمال نجاة 

𝑃 = 0.5   

المتغیر الدال على عدد الذین نجوا من الإصابة بالزكام خلال العام  Xفإذا كان 
 عندئذ:

   X~b �n = 100; p = 1
2
� ≈ N(µ = np; σ2 = npq)    

µ :                                     حیث: = np = (100) �1
2
� = 50 

σ2 = npq = (100) �1
2
� . �1

2
� = 25  

X~N(µ                                        ومنه : = 50; σ2 = 25)               

P[X ≥ 68] = P[X ≥ 68 − 0.5] = P[X ≥ 67.5]  
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P �X−µ
σ

≥ 67.5−µ
σ

� = P[Z ≥ 67.5−50
5

]  

= P[Z ≥ 3.5] = 1 − P[Z ≤ 3.5] = 1 − 0.9998 = 0.0002  

 تدل على الاعتراف بفعالیة اللقاح في الوقایة من الزكام. النتیجة

 
 

تدعي شركة لصنع الأدویة بأن أحد الأدویة التي تنتجها تؤدي إلى  ):50.3مثال(
دعاء أخذت عینة من المرضى الذین یعالجون به ، ولاختیار هذا الا 80%شفاء 
واتخذ القرار بقبول هذا الادعاء إذا شفي  ، وعولجوا بهذا الدواء، مریض  100من 

 مریضاً أو أكثر.  75منهم 
 والمطلوب:

دعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء باستخدام هذا الدواء احتمال رفض ا. ما 1
 ؟فعلاً  0.80هو 

 ؟ 0.70دعاء الشركة إذا كان احتمال الشفاء لا یتجاوز ا. ما احتمال قبول 2

 :الحل
نائیة (شفاء أو عدم شفاء) یتبع التوزیع الثنائي كون التجربة ثالنموذج المدروس 

 مرة.  n=100 مستقلاً  اً تكرار  ومكررة 
 هم نتیجة استخدام هذا الدواء فإن:عدد المرضى الذین تم شفاؤ  Xوإذا كان 
 ):1الطلب (

X~b(n = 100; P = 0.80) ≈ N(µ = np; σ2 = npq)  

µ = np = (100)(0.80) = 80  

σ2 = npq = (100)(0.80). (0.2) = 16  
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X                             ومنه : ≈ N(µ = 80; σ2 = 16) 

 كبیرة.   nحیث تم اعتماد التقریب الطبیعي للتوزیع الثنائي لأن 
P[X < 75] = P[X < 74.5] = P �X−µ

σ
< 74.5−80

4
�  

= P[Z < −1.38] = 0.0853  

 وهو احتمال رفض ادعاء الشركة.
 دعاء الشركة یجب أن نحسب:ا): من أجل قبول 2الطلب (

µ = np = (100)(0.7) = 70  

σ2 = npq = (100)(0.70). (0.30) = 21  

σ = √21 = 4.58  

P[X ≥ 75] = P[X ≥ 74.5] = P �X−µ
σ

≥ 74.5−70
4.58

�  

= P[Z ≥ −0.982] = 1 − P[Z ≤ 0.982]  

= 1 − 0.8365 = 0.1635 
 وهو احتمال قبول ادعاء الشركة.

 تمارین غیر محلولة (للقسم العملي):  7.3

دخنین یصابون بسرطان من الم 40% . تدل الإحصائیات الطبیة على أنه1
احتمال ما و  ؟أشخاص  10من المرضى من  4فما احتمال أن یصاب  .الرئة

 ؟على الأقل 3إصابة 

147 
 



من منازلها مؤمن ضد الحریق ، اختیر أربعة  60منطقة ریفیة یعتقد بأنّ 2%. 
منهم ضد الحریق ، اكتب  Xمالكي منازل ریفیة من المنطقة عشوائیاً وقد أمن 

 .Xجدول التوزیع الاحتمالي لـ 

 ؟وا بیوتهم ضد الحریقنأن یكون ثلاثة منهم على الأقل قد أم وما احتمال  

لنفترض أن المحركات الأربعة لطائرة تجاریة مصممة بحیث تعمل مستقلة عن  3.
 . 0.01بعض ، واحتمال عطل أي منها والطائرة في الجو هو عن بعضها 

 ما احتمال  والمطلوب:   

 ؟عطل. ألا یقع أكثر من 2  ؟. ألا یقع أي عطل 1   

من إنتاجه من  %20في مصنع للأدویة ینتج أكیاس مصل معین، إذا كان  .4
أكیاس  ةاحسب احتمال أن یكون هناك أربعفهذه الأكیاس معیب الصنع ، 

أن یكون هناك احتمال كیس . ثم احسب  100معیبة الصنع في عینة من 
 كیس على الأقل معیب الصنع  ضمن العینة المدروسة.

 .معینة بمعدل حادث واحد لكل یومین. تقع حوادث اصطدام الطرق في منطقة 5
  والمطلوب:

. حوادث اصطدام 6، 5، 4، 3،  2، 1،  0احسب الاحتمالات الموافقة لـ  - أ
 في الأسبوع في تلك المنطقة.

 ؟ما عدد الاصطدامات الأسبوعیة الأكثر احتمالاً   - ب

 اصطدامات.كم یوماً في الأسبوع نتوقع أن یمر دون  - ت

  )μ = 7 × 1
2

=  ؟)3.5
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  . إذا كانت نسبة الأشخاص الذین یتوفون بسبب نوع معین من المرض هو 6

وكان عدد الذین أمنوا على حیاتهم ضد هذا النوع من المرض هو  0.002
یمثل عدد الأشخاص الذین یتوفون بسبب هذا   Xوبفرض شخص.  1000

 المرض. والمطلوب:

 التأمین لأي منهم.أوجد احتمال ألا تدفع شركة  - أ

 أوجد احتمال أن تدفع الشركة لعدد یتراوح بین شخص واحد وثلاثة أشخاص. - ب

 ؟لاء الأشخاصؤ ما العدد المتوقع الذي ستدفعه شركة التأمین له - ت

 3. إذا كان معدل عدد حوادث المرور في مدینة معینة خلال یوم ماطر هو 7
 حوادث. والمطلوب:

 في هذه المدینة خلال یوم ماطر؟ما احتمال وقوع حادث واحد فقط  - أ

 ثر في هذه المدینة خلال یوم ماطر؟ما احتمال وقوع ثلاثة حوادث على الأك - ب

 له التوزیع الطبیعي X. إذا كان طول الشخص عبارة عن متغیر عشوائي 8

   N(µ = 175, σ2 = كیف یحدد مهندس ارتفاع أبواب الغرف في ف (2(7.5)
من الأشخاص إلى  5%منزل یقوم بتصمیمه بحیث لا یضطر أكثر من 

 تخفیض رؤوسهم عند الدخول أو الخروج.

 0.2. إذا كان احتمال أن یصاب مریض القلب بأزمة قلبیة أثناء المعالجة هو 9
 وب:المطلالظروف الصحیة نفسها فمرضى یعانون  10فإذا كان لدینا 

 مرضى بأزمة قلبیة أثناء العلاج؟ 6ما احتمال إصابة  - أ
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 ما العدد المتوقع من هؤلاء المرضى أن یصاب بأزمة قلبیة أثناء العلاج؟ - ب

. إذا كانت أعمار أحدث المصابیح تتوزع وفق التوزیع الطبیعي بمتوسط 10
 سنوات وانحراف معیاري یساوي سنة واحدة. 5یساوي 

  من هذه المصابیح في   n=9احسب احتمال أن یقع متوسط عینة حجمها    
 [5.2 ,4.4]المجال  

1. بافتراض أن احتمال الحصول على طفل أزرق العینین هو 11
3

، فإذا كان في  
 أطفال . المطلوب: 6الأسرة 

 ما احتمال عدم الحصول على طفل أزرق العینین؟ - أ

 قاء؟ما احتمال أن نصف الأطفال ذوو عیون زر  - ب

 عیون زرقاء؟ يما احتمال الحصول على طفل واحد على الأقل ذ - ت

 عیون زرقاء؟ يما العدد المتوقع للحصول على أطفال ذو  - ث

. إذا كان احتمال وجود شخص یستخدم یده الیسرى في الكتابة في مجتمع ما 12
من ذلك المجتمع  شخصٍ  500تم اختیار عینة عشوائیة من الحجم  0.02هو 

 المطلوب:ف
حسب احتمال وجود ثلاثة أشخاص على الأقل من هؤلاء الأشخاص في ا - أ

 العینة المسحوبة یستخدمون الید الیسرى في الكتابة.
ما العدد المتوقع والتباین من هؤلاء الأشخاص في العینة المسحوبة للذین  - ب

 ؟یستخدمون الید الیسرى في الكتابة

.𝑐 165. إن معدل أطوال طلاب جامعة دمشق هو 13 𝑚  بانحراف معیاري و
.𝑐 8قدره  𝑚  175والمطلوب: ما نسبة الطلاب الذین تتجاوز أطوالهم 𝑐. 𝑚 ؟ 
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طالب نجحوا في امتحان مقرر الإحصاء الحیوي كانت  300. إن درجات 14
 والمطلوب: 10وبانحراف معیاري  65تتوزع وفق التوزیع الطبیعي بمتوسط 

 درجة. 80و  70ما عدد الطلاب الذین وقعت درجاتهم بین  - أ

وما أعلى علامة  ؟الأوائل  12%ما أقل علامة حصل علیها طالب من الـ   - ب
 ؟حصل علیها طالب من المجموعة الباقیة

مریضاً، وقد بدأ باستقبالهم في الرابعة مساءً ،  15. في عیادة  أحد الأطباء 15
بأنه سینتهي عمله إذا كان یعلم من خبرته  95%ففي أي ساعة سیكون واثقاً 

μابقة أن أزمنة مقابلة المرضى تتوزع توزعاً طبیعیاً بتوقع الس = دقیقة   12
 دقائق. 4وبانحراف معیاري 

 

 

 

 المحاضرة التاسعة

 الرابع الفصل

  الفرضیات اختبار و الإحصائي الاستدلال

Statistical Inference and Hypothesis Testing 

 : دوالها و العینة عزوم)  1.4 
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 خصائص حول باستقراء القیام هو كعلم الإحصاء هدف إن:  تمهید) 1.1.4
 مسألة وكل ،المجتمع هذا من مأخوذة عینة على اعتماداً ) المجتمع( الجمهرة

 اختیار لطریقة أن یخفى لا و،  الملاحظات أو القیاسات من بعینة تبدأ إحصائیة
 دون عینة لانتقاء أرجحیة هناك یكون لا عندما و ، الدراسة في حاسماً  أثراً  العینة
 في نفسها الإمكانات نفسه الحجم نات ذاتالعی لجمیع یكون عندما أي ، أخرى

 الممیزة القیمة هي للعینة الممیزة القیم عد إلى یدفعنا أن ذلك شأن فمن ، السحب
 یوضع ما إن إلى الانتباه یجب و،  العینة منه أخذت الذي)  للجمهرة(  للمجتمع

 مجمل لكن و ، خصائصها ناعیّ  و سحبناها ، واحدة عینة لیس الحسبان في
 على نعتمد لا أننا إلا المدروس المجتمع من علیها نحصل نأ یمكن نات التيعَّیال

 سلسلة سیاق في علیها نعتمد نماإِ  و،  بذاته قائم معزول ككیان المعلومات تلك
 ذلك أجل من.  نات الممكنةالعی من وغیرها المدروسة العینة تتضمن متكاملة

 .  التصور هذا مع یتناسب و خرآ بشكل العینة مفهوم نصیغ أن علینا

 ریاضیة نماذج إلا هي ما توزیعها قوانین و العشوائیة المتغیرات أن لاحظنا لقد
 لدراسة تعود إحصائیاً  المجتمع دراسة فإن لذلك و ، الإحصائیة المجتمعات لدراسة
 F(𝑥) التوزیع  X ـل كان وإذا،  المجتمع هذا یصف الذي  X العشوائي المتغیر
 الممیزة القیم عن التعبیر یمكن هكذا و،  F(x)  التوزیع للمجتمع نإ القول فیمكن

  X العشوائي للمتغیر الممیزة القیم بدلالة σ2 تباینه و µ متوسطه مثل للمجتمع
 :  یأتي كما المجتمع هذا یمثل الذي

σ2 = V(X)      ,    µ = E (X)  

 قیم نهاإِ  القول فیمكن ،خرآ إلى تكرار من تتغیر العینة عناصر نَّ إِ  بملاحظة و
 . المدروس المجتمع تمثل مستقلة عشوائیة لمتغیرات
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